
>= num ber aircraft departed thus far;
OVNITE( I, J) +
@ SU M ( FXCXC( N 1, J 1, K 1 )Ị K 1 #EQ# J #AND#

ARV AT( N 1, J 1, K 1) #LT# DEPAT( N, J, K):
X( I,N 1,J 1 ,J))>=@ SUM ( FXCXC( N 1 ,J 1 ,K 1 )| J1 #EQ# J #AND#
D EPAT( N l,  J l ,  K l)  #LE# DEPAT( N, J, K):
X( I, N l , J, K. 1))));

! This model does not allow deadheading, so at the end o f  the day, 
arrivals m ust equal departures;

@ FOR( ACRFT( I):
@ FOR( CITY( J):
@ SUM ( AXF( I, N, J l ,  J): X( I, N, J l ,  J)) =
@ SUM ( AXF( I, N , J, K): X( I, N, J, K))));

! Each flight m ust be covered;
@ FOR( FXCXC( N, J, K):

@ SUM ( AXF( I, N, J, K): X( I, N, J, K)) =  1);
! Fleet size limits;
@ FOR( ACRFT( I): @ SUM( AXC( I, J):

O V NITE( I, J)) <= FSIZE( I));
! Fractional planes are not allowed;

@ FOR( AXF: @ GIN( X ) ; );
END

Đôi khi, đặc biệt là trong vận tải đường bộ, đã có một trong các tùy chọn của
việc sử dụng xe được thuê chỉ để thực hiện các chuyến đi đã được lựa chọn. Đối
với mô hình này, việc sửa đổi chính là các xe được thuê không cần phải tôn trọng 
bảo tồn các hạn chế dòng chảỵ. Các chi tiết khác, đôi khi có liên quan đến việc 
bào  trì phư ơng  liộn vận  chuyển. VI Uụ, với m áy bay, m ột m áy bay  cụ thể phãi 
được thực hiện dịch vụ bảo dưỡng sau khi đã hạ cánh một sô thời gian quy định, 
hoặc sau một số giờ bay quy định, hoặc sau một thời gian nhất định đã qua. Đó 
không phải là quá khó khăn để kết họp các chi tiết đó, mặc dù mô hình sẽ trở nên 
lớn hơn đáng kể.

8.9.6. Mô h ình  dòng  chảy  L eon tief
Trong một mô hình dòng chảy Leontief, mỗi hoạt động sản xuất một đầu ra. 

Tuy nhiên, nó có thể không sử dụng hoặc sử dụng nhiều đầu vào. Ví dụ sau đây 
m inh họa.

Ví dụ: M ô h ìn h  đ ầu  vào-đầu  ra  Islandia.
Các nước của Islandia có bốn ngành công nghiệp xuất khẩu chính: thép, máy 

móc tự động, điện tử, và nhựa. Bộ trường kinh tế của Islandia muốn tối đa hóa 
xuất khấu, nhập khẩu. Đơn vị trao đổi trong Islandia là klutz. Giá tính bằng đơn vị 
klutzes trên thị trường thế giới cùa một đơn vị thép, máy tự  động, điện từ, và
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nhựa, tương ứng là: 500, 1500, 300, và 1200. Sản xuất một đơn vị thép đòi hỏi 
0.02 đom vị máy tự  động; 0.01 đơn vị của nhựa; 250 klutzes để m ua nguyên liệu 
trên thị trường thế giới, cộng với một nửa ngày công lao động của m ột người 
trong 1 năm lao động. Sản xuất một đơn vị tự động đòi hòi 0.8 đơn vị thép, 0.15 
đơn vị điện tử, 0.11 đơn vị bằng nhựa, số công lao động của một nguời lao động 
trong 1 năm, và 300 klutzes vật liệu nhập khẩu. Sản xuat m ột đơn vị th iết bị điện 
tử đòi hòi 0.01 đcm vị thép, 0,01 đơn vị máy tự  động, 0,05 đơn vị bằng nhựa, mội 
nửa số ngày công lao động của một người trong 1 năm, và 50 klutzes vật liệu nhập 
khẩu. Sàn xuất máy tự  động được giới hạn ờ 650000 đơn vị. Sản xuất một đơn vj 
cùa nhựa cần 0,03 đơn vị máy tự  động, 0,2 đơn vị thép, 0,05 đơn vị điện tử, số 
ngày công cùa 2 người lao động trong 1 năm, cộng với 300 klutzes nguyên vật 
liệu nhập khẩu. Các giới hạn trên nhựa là 60000 đơn vị. Tổng số nhân lực có sẵn 
trong Islandia là 830.000 người mỗi năm. Không có thép, máy tự  động, điện tử, 
hoặc các sản phẩm nhựa được nhập khẩu.

Hỏi có bao nhiêu số lượng các loại sàn phẩm phải được sản xuất và xuất khẩu? 
Xây dựng mô hình bài toán và tìm giải pháp tối ưu về vấn đề của Islandia.
Việc xây dựng một mô hình đầu vào - đầu ra nên làm theo quy trinh hai bước 

tương tự  cho xây dựng bất kỳ mô hình QHTT nào. Cụ thể, (1) xác định các biến 
quyết định và (2) xác định các ràng buộc (hạn chế hay khó khăn). C hìa khóa để 
xác định các biến quyết định cho vấn đề này là làm  cho sự phân biệt giữa số lượng 
hàng hóa sản xuất và số lượng xuất khẩu. Một khi điều này được thực hiện, các 
biến quyết định có thể được biểu như:

PROD(STEEL) là số lượng đon vị thép được sản xuất,
PROD(AUTO) là số lượng đơn vị máy tự động được sản xuất, 
PROD(PLASTIC) là số lượng đom vị nhựa được sản xuất,
PROD(ELECT) là số lượng đơn vị thiết bị điện tử được sản xuất,
EXP(STEEL) là số lượng đom vị thép được xuất khẩu,
EXP(AUTO) là số lượng đcm vị máy tự  động được xuất khẩu,
EXP(PLASTIC) là sổ lượng đơn vị nhựa được xuất khẩu,
EXP(ELECT) là số lượng đơn vị thiết bị điện tử  được xuất khẩu,
Các mặt hàng có thể được xác định thẳng như thép, máy tự  động, điện tử, 

nhựa, nhân lực, công suất máy tự  động, và năng lực nhựa. N hư vậy, sẽ có bảy hạn 
chế. Việc xây dựng toàn bộ mô hình cùa bài toán này là:

MODEL: ! Islandia Input/output model;
SETS:

COMMO: PROD, EXP, REV, COST, MANLAB, CAP;
CXC(COM M O, COMMO): USERATE;

ENDSETS
DATA:

COM M O = STEEL, AUTO, PLASTIC, ELECT;
COST = 250 300 300 50;
REV = 500 1500 1200 300;
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M ANLAB = .5 1 2 .5;
! Amount used o f  the column commodity per unit o f  the row 
commodity;

USERATE= -1 .02 .01 0
.8 -1 .11 .15
.2 .03 -1 .05

.01 .01 .05 - 1 ;
M ANPOW ER = 830000;
CAP =  999999 650000 60000 999999;

ENDDATA
[PROFIT] M AX=@ SUM (COM M O: REV * EXP - PROD * COST);

@ FOR( COM M O( I):
[ NETUSE] ! Net use m ust equal = 0;

EXP(I) + @ SUM (COM M O(J):
USERATE(J,I)* PROD(J)) = 0;

[CAPLIM ] PROD( I) <= CAP( I));
[M ANLIM ] @ SUM (COM M O:PROD*M ANLAB)<M ANPOW ER;
END

Chú ý  là, m ô hình này có các tính nănẹ cùa dòng chảy Leontief. Cụ thể, mỗi 
biến quyết định có ít nhất một hệ số hạn che mang dấu âm.

Giải pháp của mô hình này là:
Variable Value Reduced Cost
PROD(STEEL) 393958.3 0.0000000
PROD( AUTO) 475833.3 0.0000000
PROD( PLASTIC) 60000.0 0.0000000
PROD( ELECT) 74375.0 0.0000000
EXP( STEEL) 547.9167 0.0000000
hX P( AU TO) 465410.4 0.0000000
EXP( PLASTIC) 0.0 2096.875
EXP( ELECT) 0.0 121.8750

Row Slack or Surplus Dual Price
PROFIT 0.4354312E+09 1.000000
NETUSE( STEEL) 0.0000000 500.0000
CA PLIM ( STEEL) 606040.7 0.0000000
NETUSE( AƯTO) 0.0000000 1500.000
CA PLIM ( AUTO) 174166.7 0.0000000
NETUSE( PLASTIC) o.oooocoo 3296.875
CAP LIM ( PLASTIC) 0.0000000 2082.656
NETUSE( ELECT) 0.0000000 421.8750
CAPLIM ( ELECT) 925624.0 0.0000000
MANLIM 0.0000000 374.0625
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Giải pháp này chi ra cách tốt nhất để bán thép, máy tự  động, điện tử, nhựa, tài 
nguyên của Islandia và nguồn lực là ở dạng của máy tự động.

Bài toán này sẽ phù hợp với định dạng đầu vào - đầu ra cùa mô hình Leontief 
cổ điển nếu, thay vì tối đa hỏa lợi nhuận, mức mục tiêu đã đặt ra cho xuất khẩu 
(hoặc tiêu thụ) của thép, máy tự động, và nhựa, v ấn  đề sau đó sẽ để xác đjnh mức 
độ sản xuất cần thiết để hỗ trợ các mức xuất khẩu /  tiêu thụ nhất định. Trong 
trường hợp này, hàm mục tiêu là không thích hợp.

Một khái quát tự  nhiên là để cho phép thay thế công nghệ sản xuất hàng hóa 
khác. Những công nghệ này có thể khác nhau tương ứng với mức độ cơ giới hóa 
hoặc hình thức tiêu thụ năng lượng (ví dụ, khí đốt, than đá, hoặc thủy điện).

8.9.7. Biểu đồ hoạt động (Biểu đồ nguồn lực bay tài nguyên)

Phương pháp đồ họa để mô tả một mô hình có thể được m ở rộng cho mô hình 
QHTT tùy ý. Giá cả của một trong những nguồn lực phải trà tiền để đại diện cho 
một đồ họa QHTT chung là một ừong những thành phần phải giới thiệu bổ sung 
vào sơ đồ mạng. Có hai loại thành phần trong sơ đồ như vậy: (1) hoạt động, tương 
ứng với các biến và được biểu thị bời một hình vuông, và (2 ) nguồn tài nguyên, 
tương ứng với các hạn chế và được biểu hiện bằng một vòng ừòn. Mỗi ràng buộc 
có thể được xem như tương ứng với một số hàng hóa, và trong lời nói, như nói 
răng "(sử dụng hàng hóa) <= (nguồn cùa hàng hóa)". Đường mũi tên đến một hình 
vuông tưcmg ứng với các nguồn tài nguyên, hàng hóa, hoặc ràng buộc mà các biến 
có một sự tươnẹ tác. Đường mũi tên đến một vòng ứòn tương ứng với các hoạt 
động hay các biến quỵết định mà ràng buộc có một sự tương tác.

Ví dụ: Tính toán tổng hợp của người nông dân
M ột nông dân có 120 mẫu Anh có thể được sử dụng để trồng lúa mì hoặc ngô. 

Năng suất là 55 giạ lúa mì hoặc 95 giạ ngô mỗi mẫu Anh mỗi năm. Bất kỳ phần 
nhỏ trong số 120 mẫu Anh có thể được dành cho việc trồng lúa mì hoặc ngô. Yêu 
cầu lao động là 4 giờ mỗi mẫu Anh mỗi năm, cộng với 0.15 giờ mỗi giạ lúa mì, và 
0.70 giờ mỗi giạ ngô. Chi phí phân bón, hạt giống, vv, là 20 cent cho mồi giạ lúa 
mì sản xuất và 12 cent cho mỗi giạ ngô sản xuất. Lúa mì có thể được bán với giá 
1.75 USD mỗi giạ và ngô với giá 0.95 USD mỗi giạ. Lúa mì có thể được m ua với 
giá 2.50 USD mỗi giạ và ngô với giá 1.50 USD mỗi giạ.

Ngoài ra, nông dân có thể nuôi lợn và / hoặc gia cầm. Người nông dân bán lợn, 
gia cầm khi nuôi chúng được một năm. Một con lợn bán với giá 40 USD. Ông 
nhôt gia cầm vào trong các lồng. Một lồng gia cầm ông bán được với giá 40 USD. 
Nuôi m ột con lợn đòi hỏi chi phí 25 giạ lúa mì hoặc 20 giạ ngô, cộng với 25 giờ 
công lao động và 25 feet vuông không gian sàn. M ột chuồng gia cầm đòi hỏi 25 
giạ ngô hoặc 10 giạ lúa mì, cộng với 40 giờ công lao động và 15 feet vuông không 
gian sàn.

Người nông dân này có 10000 feet vuông không gian sàn. Ông đã có sẵn mỗi 
năm 2000 giờ công lao động cùa mình và 2000 giờ công cùa gia đình mình. Ông
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có thể thuê lao động ớ mức 1.50 USD mỗi giờ. Tuy nhiên, cho mỗi giờ công lao 
động thuê, người nông dân phải tốn 0.15 giờ công để giám sát. Bao nhiêu đất đai 
nên được dành cho ngô và lúa mì, và bao nhiêu con lợn và / hoặc gia cầm phải 
được sản xuất để tối đa hóa lợi nhuận của người nông dân? v ấn  đề này được dựa 
trên một ví dụ trong Hadley (1962).

Bạn có thể tìm  thấy nó thuận tiện để sử dụng các biến sau đây cho vấn đề này:
B ảng 8.10

WH Lúa mì thu hoạch (sô giạ) 
W heat harvested (in bushels)

CH Ngô thu hoạch (sô giạ) 
Corn harvested (in bushels)

PH Lợn được nuôi và bán (số con) 
Pigs raised and sold

HS Gà mái nuôi và bán (số lồng)
Hens raised and sold (number o f  coops)

LB Lao động thuê (sô giờ) 
Labor hired (in hours)

ws Lúa mì được bán ra thị trường (sô giạ) 
W heat marketed or sold (in bushels)

cs Ngô được bán ra thị trường (số giạ) 
C om  marketed or sold (in bushels)

CH Ngô dùng để nuôi gà mái (số giạ) 
Com  used to feed hens (in bushels)

W H Lúa mì dùng để nuôi gà mái (số giạ) 
W heat used to feed hens (in bushels)

CP Ngô dùng đế nuôi lợn (số giạ) 
C o m  used to feed pigs (ill bushels)

WP Lúa mì dùng để nuôi gà mái (số giạ) 
W heat used to feed pigs (in bushels)

CB Ngô m ua (sô giạ)
C om  bought (in bushels)

WB Lúa mi mua (so giạ) 
W heat bought (in bushels)

Biểu đồ hoạt động -  nguồn lực của vấn đề trên được chi ra trong hình 8.9.

M ột vài ghi chú về biểu đồ hoạt động -  nguồn lực là:

Mỗi hình chữ nhật trong biểu đồ tương ứng với một biến quyết định trong mô 
hình.

Mồi vòng tròn trong biểu đồ tương ứng với một hạn chế hoặc mục tiêu.
Mỗi mũi tên trong biều đồ tương ứng với một hệ số trong mô hình.
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Kết hợp với mỗi vòng tròn hoặc hình chữ nhật là một đơn vị đo lường (ví dụ, 
giờ hoặc giạ).

Các đơn vị hoặc kích thước của mỗi mũi tên là:
"Số đơn vị cùa vòng tròn" trên một "đơn vị cùa hình chữ nhật."

8.9.8. Biểu đồ h ình  cây bao  trù m  (S panning  Trees)

Một mạng lưới liên quan đến vấn đề đơn giản khác nhưng quan trọng là vấn đ ề  
cây bao trùm. Nó phát sinh, ví dụ, trong việc thiết lập các tiện ích như đường cáp 
điện, đường giao thông, và hệ thống cống rãnh để cung cấp dịch vụ cho các ngôi 
nhà trong khu vực mới xây dựng. Cho một tập các ngôi nhà được kết nối, chúng ta 
muôn tìm  một mạng lưới với chi phí tối thiêu, sao cho, mọi gia đình được kêt nôi 
vào mạng. Một xáp xi với chi phl hựp lý cùa mạng là tỏng các chi phí của các 
vòng cung trong mạng. Nếu vòng cung có chi phí tích cực, thì m ột sự phản ánh ít 
nên thuyết phục bạn mạng lưới chi phí tối thiểu không chứa các vòng lặp (ví dụ, 
đối với bất kỳ hai nút (hoặc nhà) trên mạng, có chính xác một con đường kết nôi 
chúng). M ột mạng như vậy được gọi là một cây bao trùm.

Một thuật toán đơn giản để tìm  kiếm một chi phí tối thiểu của cây bao trùm, 
xem Kruskal (1956):

1) Thiết lập Y = {2, 3, 4 ... n} (tức là thiết lập các nút vẫn chưa được kết nối). 
A = {1} (tức là thiết lập các nút đã được kết nối). Chúng ta tự  ý có thể định 
nghĩa nút 1 như là gốc cùa cây.

2) Nếu Y là ứống rỗng, thì chúng ta đang thực hiện,

3) Nếu Y không rỗng, thì ta tìm thấy vòng cung ngắn nhất (i, j )  như vậy là i có 
trong A và j là trong Y.
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4) Bồ sung vòng cung (i, j)  vào mạng và đặt A = A + j, Y = Y - ị .

5) Lại quay lại bước (2).

Bởi vì các thuật toán ở trên là đơn giản và hiệu quả, không cần thiết phải sử 
dụng bài toán Q HTT để giải quyết vấn đề chi phí tối thiểu của cầy bao trùm. 
Trong thực tế, m ô hình bài toán c ĩy  bao trùm với chi phí tối thiểu nếu xem như 
một bài toán Q H TT thì rất té nhạt.

Sau đây m inh họa m ột mô hình bài toán cho một cây bao trùm  trong LINGO. 
Mô hình này không giải quyết nó một cách rõ ràng như trên, nhưng chì giải quyết 
nó như là một chương trình số nguyên đơn giản:

MODEL: ! (M NSPTREE);
! Cho m ột tập các nút và khoảng cách giữa mỗi cặp, tìm  tổng các khoảng 

cách ngắn nhất liên kết trên mạng để kết nối tất cà các nút. Đây là bài 
toán cây cổ điển kéo dài tối thiểu (M ST -  M inimal Spanning Tree);

SETS:
CITY: LVL;
! LVL( I) =  level o f  city I in tree. LVL( 1) =  0;
LINK( CITY, CITY):
DIST, ! The distance matrix;
X; ! X( I ,J )=  1 if  we use link I, J;

ENDSETS
! This model finds the minimum cost network connecting Atlanta, 

Chicago, C incinnati, Houston, LA, and M ontreal so that m essages can 
be sent from Atlanta (base) to all other cities;

DATA:
CITY = ATL CHI CIN HOU LAX MON;
! D istance  m atrix  need no t be sym m etric C ity  1 is base;

D IST = 0 702 454 842 2396 1196 ! from Atlanta;
702 0 324 1093 2136 764 ! from Chicago;
454 324 0 1137 2180 798 ! from Cinci;
842 1093 1137 0 1616 1857 ! from Houston;

2396 2136 2180 1616 0 2900 ! from LA;
1196 764 798 1857 2900 0; ! from M ontreal

ENDDATA
I „ ........................................................................ •»
!The m odel size: Warning, may be slow for N > 8; 
N = @ SIZE( CITY);
!The objective is to minimize total dist. o f  links; 
MIN = @ SUM ( LINK: DIST * X);
!For city K , except the b a s e , ;
@ FOR( CITY ( K)| K  #GT# 1: ! It must be entered;

207



@ SUM ( CITY( 1)11 #NE# K: X( I, K)) = 1;
! If there is a link from J-K, then 

LVL(K)=LV L(J)+1.
N ote:These are not very powerful for 

large problems;
@ FOR( CITY( J)| J #NE# K:
LVL( K) >= LVL( J) + X( J, K)

- ( N - 2 ) * ( 1 - X ( J ,  K))
+ ( N - 3) * X( K, J)));

LVL( 1) = 0; ! City 1 has level 0;
IThere m ust be an arc out o f  city 1;
@ SUM ( CITY( J)| J #GT# 1: X( 1, J)) >= 1;
! Make the X’s0 /1 ;
@FOR( LINK: @ BIN( X));
!The level o f  a city except the base is at least 1 but no m ore than N - l , 

and is 1 i f  link to the base;
@ FOR( CITY( K)| K #GT# 1:
@ BND( 1, LVL( K), 999999);
LVL( K) <= N - 1 - ( N - 2) * X( 1,
K));
END

Lời giải tối ưu của mô hình bài toán này là:
Optimal solution found at step: 16
Objective value: 4000.000
Variable Value Reduced C ost
N 6.000000 0.0000000
LVL( CHI) 2.000000 0.0000000
LVL( CIN) 1.000000 0.0000000
LVL( HOU) 1.000000 0.0000000
LVL( LAX) 2.000000 0.0000000
LVL( MON) 3.000000 00000000
X( ATL, CIN) 1.000000 454.0000
X( ATL, HOU) 1.000000 842.0000
X( CHI, MON) 1.000000 764.0000
X( CIN, CHI) 1.000000 324.0000
X( HOU, LAX) 1.000000 1616.000

Giải pháp này cho thấy Atlanta nên kết nối với Cincinnati và Houston) 
Houston, lần lượt kết nổi với LA. Cincinnati kết nối với Chicago, và Chicago kết 
nối với Montreal.
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ALLNODE : U;
! U( I) = level o f  node I in the tree;

! U( 1) = 0;
M USTNOD( ALLNODE); ! The subset o f  nodes that m ust be 

connected;
LINK( ALLNODE, ALLNODE):

D IS T ,! The distance matrix;
X; ! X( I, J) = 1 if  we use link I, J;

ENDSETS

SETS:

DATA:
ALLNODE= ! Distance matrix need not be symmetric;

A B c D E F G H I J K;
DIST =0 14 999 999 999 4 999 999 999 999 999

14 0 999 999 999 999 999 3 999 999 999
999 999 0 9 999 999 999 999 2 99 999
999 999 9 0 999 999 999 999 999 3 6
999 999 999 999 0 999 999 5 999 999 3

4 999 999 999 999 0 999 999 3 999 999
999 999 999 999 999 999 0 2 999 3 999
999 3 999 999 5 999 2 0 999 999 999
999 999 2 999 999 3 999 999 0 8 999
999 999 999 3 999 999 3 999 8 0 999
999 999 999 6 3 999 999 999 999 999 0

! The subset o f  nodes that m ust be connected. The first node m ust be a 
must-do node;
MUSTNOD = A B c D E;
EN D D A T A
Ị_____ __ . . . ________________________________ •

! The model size: W arning, may be slow for N > 8;
N = @ SIZE( ALLNODE);
! Objective is minim ize total distance o f  links;
MIN = @ SUM ( LINK: DIST * X);
! For each must-do node K, except the b a s e , ;
@ FOR( M USTNOD( K)| K #GT# 1:
! It must be entered;
@ SUM ( ALLNODE( 1)11 #NEfi K: X( I, K)) =  1;
! Force U(J)=num ber arcs between node J and node 1. Note: This is not 

very strong for large problems;
@ FOR( ALLNODE( J)| J #GT# 1 #AND# J #NE# K:

U( J ) > = U (  K)  + X ( K,  J) -  
( N - 2) * ( 1 - X (  K,  J)) +
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